WWW.Ornipreparation.com

SUJET TYPE 2007
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

PARTIE 1

Question 1 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX

Q’
Explication 1 : * Q

1 V3
A)) 417t/3 2—17#]

B) )3 _ 6617r/3

eZim — 1,
C)i?—1=(G-1G2+j+1).Donci*=1=(G-1)(G§?+j+1) =0=j? +<Gar)#1
' (&

D)j*+j=—1#

Question 2 ;
A) VR

Explication 2 Q

A) Puisque j* =1, j* =j puis a + bj? + ¢j= 2+ +y(+32+33) + 20+ +52) =3y + (x +2)(1 +j +52).
B)a+b+c=x(1+1 +1)+y(1 +i+] z@+3%+3) =3+ (y+2)(1 +j+j2).

C) a+bj+ciZ =x(1+j+i%) +y(1 +z(14+33+33) =32+ (x+y)(1+j +j?).

D) a+bj?+¢j=3y+ (x +2z)(1 +4

=

Question 3 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 3 :

A) et B) Le déterminant du systéme vaut
1 1 1
j j = Van(1,j,j%) # 0 car 1, j et j* sont deux & deux distincts.

j
1% (G%)?

Le systéme est donc de CRAMER et admet un et un seul triplet solution.
b b.z .
C) et D) D’aprés Q2 B), x = atbt C, d’aprées Q2 D) y = w

a+ bj + ¢j?
3 -_—
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Question 4 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 4 :
A)et C)a=1,b=3j,c=ij? (a, b et c ne sont pas tous réels) fournit x =0, y =1 et z=0 (x, y et z sont réels). Donc

A) est faux.
B) (x,y,z) €ER3 =x+y+z€R= acR. Donc B) est faux.
1 V3 1 V3 —
-277_7-_ 7.:_7-_ .2 =
D) j = 3 1zet =3 12.Don0)7é j.

PARTIE II Q
O

Question 5 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 5 : &

Puisque € R*, « + in # 0. Donc pour n € N, Q
) T - 1 - x & —in ) n
Up + ivn :J' elotindx gy — {e‘“* = ——— [e**(cos(nx) + isin(nx))]g
0 oa+1in o +n

] N\
= [eocx((xcos(mc@nx) + i(—n cos(nx) + asin(nx)))]y
et en prenant la partie réelle, Q

[e** (o cos(nx) + nsin(nx))]g.

1 1 2 (m
un = [e%* cos(nx)]g e* sin(nx) dx = 3 [ cos(nx)] + — [e** sin(nx)]5 — %J' e** cos(nx) dx
0
1 ™ n?
=— [e“"(cos(nx) + — sin(nx))} — —5lUn
o 0 o

Question 6 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 6 :
] 1
s~ [e®*(—m cos(nx) + asin(nx)))]g = pER—

D’aprés Q5, v = Im(un +1ivy) = (=)™ Tne*™ +n).
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Par une double intégration par parties on a aussi

1 XX 7t n r xx 1 xx
vn = — [e®sin(nx)]y — — [ e** cos(nx) dx = — [e** sin(nx)], — —
o« « Jo o«
1 & 2
= — |e*(sin(nx) — — cos(nx))} 5Vn
108

Explication 7 :

am _
meJﬂM”:yTMW“w>@%ﬁ
B) D’aprés Q5), un = “((71516“7;7 )
1/m? — a?| > 1/(n? + «2)... mre
C) Si a>0enn e N, %w.

D) Faux pour n =0.

Explication 8 :

Question 7 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

pour & = 1 par exemple.

D’aprés Q6, v, =

Explication 9 :
A) La suite ((_

n

B) La suite (—n) est majorée et diverge.
C) et D) [u,| = [« (e*™ +1)/(n? + o?) — 0.

Question 8 :

A) VRAI
B) FAUX
C) FAUX
D) FA

uestion 9 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

n’est pas de signe constant et converge.

Page 3 of 12

(1 —e*™). Donc vyy

~

k— 400

1—e%™

2k

N

et donc pour n impair [u,| = |of(e*™ 4+ 1)/(n? + cx@nﬁn, si n?

> o,
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PARTIE 111

Question 10 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 10 :
—— et @7 n’est pas définie en 0.

A) et B) Pour x =0, @;(u) =
sin” u
C) Pour x # 0, x%(cosu)? + (sinu)? = 0 = x?(cosu)? = (sinu)? =0 = cosu = sinu = 0 ce qui est impo@

D) Pour x < 0 aussi.

Question 11 : ()0

A) VRAI

B) FAUX N
C) VRAI . Q

Explication 11 :

A) et B) Voir Q10. \
C) Pour x € R et u €]0, g], Q@
, cosu(x?(cosu)? + (sinu)?) — sinu(@co’u nu+ 2sinucosu)
)%)

P2(u) = (x%(cosu)? 2
L 2

x2(cosu)? + (2x% — 1) cos wmi QXZ(COSLLP +2(x* — %) cosu(sinu)?
- (x2(cosu)? + (Sm{j (xZ(cosu)? + (sinu)?)2 '

D) Il ne devrait pas y avoir de probléme si x & 1, en a.

s Question 12 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) VRAI

Explication 12 :

A) Pour x =0, @1 n’est pas continue en 0.

B) La restriction a [0, 1] de la fonction caractéristique de Q est définie sur le segment [0, 1] mais n’est pas intégrable sur
ce segment.

Question 13 :

A) FAUX
B) VRAI
C) VRAI
D) FAUX
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Explication 13 :
X

VX e R, J' % dt = Arctan X.
o T+t

Question 14 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) VRAI

Explication 14 :

A) La borne g est fausse.
1
1 U
B) J'O 1—}——2 dt = Arctan1 = Z

s
C) et D) On pose v = cosu et donc dv = —sinu du. Si u varie de 0 & = 7V varie de 1 a 0 en decr01

s . 0 1
2 sinu —dv @
K(x) = _ _
) JO xzcoszu+1—coszudu L x2v2+1—v2 JO xzvzﬁ S
1 1
dv 1
=| ——dv=<
Jo1*( Jv2 J<1— 1—x2v

1 —x2)v

::EZ7T%T§5 {—lnll——\/1——xzvﬁ+1n|1ﬁf\/1——x2v

o) ,g\

BNz E Yy

Question
Al F

Explication 15 :

R 2 2 JViexZ 2 4
Quand x tend vers 0, 1—v/1 —xZ = 1— (x2)) = X—Jro(xz) et done T—vT —x2 ~ = puis 1+vl—x =

2 2 1—VT-x2 x2/2 2
14T —x2 4
d) In L ~In (—2> = —2Ilnx +In4 ~ —2Inx. Finalement
1—v1—x? X

1 In T+ V1 —x? 1
2V1—x2 —V1—x2 2

4
et donc (puisque — est un infini
X

K(x) = x —2lnx = —1Inx.

Question 16 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 16 :

3 2
A) et B)f(]):J' udu:?.
0

C) et D) Soit x > 0. En posant v = g —u, on obtient
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1 12 z
f(—):—J 1 ha du:xJ > +u2.z du
2 -2 0 COSs“ U+ X“sin~ U
—5 Cos u—+sin-u

T
7
Z

v

0 ——v
X 1
:xJ' .22 x—dv:—J' — dv—xJ' — dv
= sin v + x2 cos? v 2 Jo x2cos?v+sin“v 0o X?cos?v+sin~v

. e
Soit a €]0, z[.

a a
J ] ] J 1 1 1
o x2cos2u+ sin’u ~ xJo xcos2u 1+ (tanu/x)?2 xcos?u

tan a
= - J — dt(en posant t = (tanu)/x et donc dt = 1/x cos?

0 1+t2

= — Arctan(tan a) = E(car a €]0, E[). 00
X X 2
s z 1 s 'S
uand a tend vers —, on obtient J(x) = du = — et donc
Q vers 5 1) Jo x2 cos? u + sin® u 2x R QQ
= X

Question 17 :
A) VRAI

Explication 17 :

N\
teNsur ,— , strictement négative sur [0, Arccos( %)[, strictement

h'(u) = 1— gcos(u). h' est strictement
2
positive sur | Arccos(%), g] et s’annule en Ar@

h est décroissante puis croissante sur mais cela ne suffit pas pour affirmer que h est négative ou nulle. Il manque
T
h(0) = h(z) =0.

Question 18 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

T 2
Explication 18 : Soit x > 0. Pour u € [0, =], il est connu que sinu < u et d’autre part, Q17 montre que ;Eu <sinu. En

27
e m 2
résumé, pour u € [0, 2] 0 < —-u<sinu < u. Donc
T
2 53 Z ; 53
u sinu u
—XXJ —5 dung — dquJ —— du,
U o x2cos?u+sin“u o x2cos?u+sin“u o x2cos?u+sin“u

ou encore
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2
0< %f(XJ < xK(x) < f(x).
Ainsi, Vx €]0,1[, 0 < f(x) < xK(x)g. Comme xK(x) Sy X Inx, xK(x) tend vers 0 quand x tend vers 0 et il en est
x—

de méme de f(x).

Question 19 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

2 1 2
Explication 19 : Pour x > 1, f(x) = T[T —f(-) d’aprés Q16. Donc, d’aprés Q18 quand x tend vers +oo, f(x) — % —0=
m? *
T.
Question 20 : 0
A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX Q
Explication 20 : %
1 g PZ—P(P+Q)+Q(P+ \
P+Q P Tz T P2(P+Q) (P+Q)
g(x +k) —g(x) JTZ[ ucos?u Q Jgu Jg uQ
—_— + u —du+| —du
k o (xcos?u+ sin®u)? o P o P2
1 Q 1(2 uQ?
— 4+ =) dul=— ———d
P*PZ) w|l, g o
ucostu
— — du
o (xcos?u+sin”u)?((x + k) cosZu + sin” u)
z ucos* u
¢ <k J du
I o (xcos2u+ sin® u)2|(x + k) cos? u + sin® u
Ensuite,x>§>0€tx—|—k> §>0etdoncpouru€[0,g]
(x cos® u + si + k) cos? u + sin? u| = (x cos? u + sin® u)?((x + k) cos? u + sin® u) >
(E os? U + sin? u)z(g cos?u + sin®u) = (% cos? u + sin? u)3.
Finalement
glx +k)—glx) +J72[ ucosz?t2 . §|k|J§ - ucos* u .
k 0 (xcos?u+ sin”u)? 0 (icoszu—l—sinz u)3
2 wcos® u
Enfin quand k tend vers 0, on obtient la dérivabilité de g et pour x > 0, g’(x) = fJ — du.
o (xcos?u+ sin“u)?

Question 21 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX
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f
Explication 21 : Pour x > 0, g(x) = (\\//_)_() ou aussi f(x) = xg(x?). Mais alors f est dérivable sur ]0, 4+o0[ et pour x > 0
X
f'(x) = g(x*) + 2x%g’(x?)
_ JTZ[ u du— 252 JTZ[ ucos?u du— Jg u((x2 cos? u + sin? u) — 2x2 cos? u)

2

0o x%cos?u+sin“u o (x2cos2u + sin?u)? 0 (x2 cos? u + sin? u)?

du.

- J% w(—x2 cos? u + sin? u))

o (x2cos?u +sin® u)?

PARTIE IV

Question 22 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

Explication 22 : ?\\

A) Vx € R, fZ(x) — f2(x) =x* et fZ —fZ ¢ E.
B) et C) E = Vect(f1, 2, f3, s, f5,fs).

D) La fonction nulle est dans F et ne peut avoir d’inverse pour x. é

\

Question 23

A) FAU
B), V.

Comme (A1 — 1) + (A2 — p2)x 4+ (A3 — u3)x?)e 2% tend vers 0 en +oo, f(x)e ™ tend vers 0 si et seulement si (A7 + p1) +
(A2 + 2)x + (A3 + p3)x? tend vers 0 quand x tend vers +o0o ce qui équivaut au fait que (A1 + ) + (A2 + w2 )x + (A3 + pu3)x?
est le polynéme nul. En résumé

lim f(x)e* =08 A +u1 =A2+uy =2A3+u3 =0.

X— +00

De méme,

—_—

f(x)e* = 2(0\1 — 1)+ (A2 —p2)x + (A3 — uz)x?) + %((7\1 + )+ Az + p2)x + (A3 + pz)x?)e.

et donc

lim f(x)e*=08A —w =A2—upy =A3 —uz =0.

X— —00
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Question 24 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 24 : La famille (f1,f2,f3,fs,f5,fg) est par définition génératrice de E ce qui montre que B) et D) sont
fausses. De plus pour (A1,A2, A3, 11, 12, H3) € R®

AMfr 4+ pfa +A2f3 + pofs +A3fs + p3fe =01 =0
éXLirfoof(X)e*X:XLirjloof(X)e’(:O#M tm =t =A =AM - =2~ =A3 —u3 =0
>M=M=M=p=pwp=u3=0
La famille (fq,f;,f3,f4,fs5,fe) est libre et donc une base de E.

Question 25 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Qg)o
S

Explication 25 : D(f;) = f1, D(f2) = f; D(f3) = f1 + 4 D(fg) =1, + f3 { 3+ fg et D(fg) = 2f4 + f5. Donc

vk € [1,6], D(fx) € E.
D est linéaire et D(E) = Vect(D(fx))1<k<6 C E. Donc D € .Z(E). %

Question 26

Explication 26 : La matrice de f dans la ba 3,T4,T5,Tg) est

010 00
101 0 0
001 20
01 0 0 2
00 0 01
00010

Question 27 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

Explication 27 : C) et D) D(1) =0 montre que D n’est pas injective.
A) et B)

detM = =1x1x (1) X (1)

1
0‘_17&0.

1
0

— O O NOO

O O O O o —
[ NeNeo N el
o =0 O —
O O O = =0
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Donc D est un automorphisme de E. (Remarque : les fonctions constantes non nulles ne sont pas dans E).

Explication 28 : D

o (D> —1d)(f1) =

o (D2 —1d)(fy) =

e (D? —1d)(f3) =

o (D2 —1d)(fs) =

e (D2 —1d)(f5) =

e (D2 —1d)(f¢) =
Donc Im(D? —1d) =

Donc dim(Im(D

—1d)) < 3 et A) est fausse. De plus pour (a,b,c) € R3,

Question 28 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) VRAI

(f1) =11, D(f2) =12 D(f3) =11 +f4 D(fg) =2+ f3 D(f5) = 2f3 + fg et D(fg) = 2f4 + f5.
D(fy) —f1 =0,

D(f2)—f2=0

D(fi +f4)—f3=Ff1 +f2+13—Ff3 =11 +12

D(fy +f3)—fa=Ffr+f1 +14—1f4 =1 +1;

D(2f3 + fg) — f5 = 2(f1 + f4) + 2f4 + f5 — f5 = 2f1 + 41,4

D(2f4—|-f5)7f5 —2(f2+f3)+2f3+f6*f6—2f2 + 4f3

Vect((D? — 1d)(fx))1<k<e C Vect(f1,f2,f3,fs). Plus précisément,

Im(D? — Id) = Vect(0,0, f1 + fa, f1 + 2,21 + 44, 2f> + 4f3) = Vect(f1+f2,2f1+4f(9

o

a(fr +f2) + b(2f1 +4f4) + c(2f2 +4f3) =0 = (a+2b)f1 + (a+2c)f2 +4 \
=Sa+2b=a+2c=4dc= (fq1,f2,T3,T4) est libre)

(f1 + 2, 2f1 + 414,
(D2—1d)(fy) =
et C) est fausse.

Im(D? —1d)3

Explication 29
A) est fausse.

Les solutions de f” —f =0 co

équation. Donc D)

Les solutions de /%2 —

est fausse.

Explication 30 :

(D2—1d)(f,) = 0 et (D2

: Pour f € F, (D?

=c=b=a=0

o

raie.
ect(f1,f2). Donc Im(D%2—1d)? C Vect(fq, f2)

2f, + 4f3) est donc une base de dim(Im(D? —1d)) ¢
—Id)(f3) et (DZ2—1d)(f4) son

)

C (D? —1d)(Vect(f1,f2)) = {0} et D) est vraie.

Quew%
RAI

FAUX
D) VRAI

D(D(f)) — Id(f) = f” — f. Donc B) est vraie. f; vérifie f”/ —f = 0 et donc

ent un R-espace de dimension 2 et (f1,f2) est une famille libre de solutions de cette

est vraie.
2 2

. . X ) X
f ne constituent pas un espace vectoriel car x — — est solution et x — —— ne l’est pas. Donc C

4 4 )

Question 30 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) VRAI

— f(4)

(D% —1d)?(f) = (D* —2D? 4+ 1d)(f) — 2f"” +f. Donc Ker(D? —Id)? est de dimension 4 et comme

f1, f2, f3 et f4 sont dans ce noyau, D) est vraie.
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Question 31 :

A) FAUX
B) FAUX
C) FAUX
D) FAUX

Explication 31 : Ker((D? — Id)3) contient E et est donc de dimension au moins 6.

Question 32 :

A) VRAI
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX

Explication 32 : (D? —1d)3(f) = (D® — 3D* 4 3D? — 1d)(f) = f(®) —3f(4) 4 3f” —f et donc @ale Le noyau
de Ker((D? — Id)*) est ’ensemble des solutions d’une équation dlfferentlelle hnealre homogene cients constants
d’ordre 8 et est donc de dimension 8. B) est fausse. E C Ker((D? — 1d)3) et dim(E) = dim = 6. Donc
Ker((D? —1d)3 = E et C) est vraie. Q

—1d)?

L’équation différentielle (D3 — Id)?(f) = g d’inconnue g € F a toujours des solut10ns® =F+#E.

PARTIE V \‘Z}

ismo)™

cos(nd) = Re(

= Z (;)(isinﬁ)ZPCOSnZPG— Z <;)(1)p(1c0s26)pcosn2p6.

0<zpn VP 0<p<y

Donc P, = Z (;)(—Upﬂ — X2)PXn2P = Z (21;) (X2 —1)PX™2P,

0<p<t 0<p<t

Question 34 :

A) FAUX
B) FAUX
C) VRAI
D) FAUX
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Explication 34 : A) P, (0) = Py (cos 72_t) = cos(n%t) =0 si n impair.

B) Pn(—1) = Pn(cosm) = cos(nm) = (—1)™ #£ 0.
C) P2n(0) = cos(nm) = (—1)™. Ensuite, pour tout réel 8, —nsin(n®) = —sin OP/, (cos 0) et donc pour 6 ¢ 7Z, P} (cos0) =
. b
Sln.(nG) puis Pé +1 (cosB) = (2n + 1)M. Quand O tend vers E, on obtient
sin © n sin @ ]
PSiq(0) = (2n + 1)sin(§ ) = (1) (2n 4+ 1).

D) Quand 6 tend vers T,

sin(no) (=1 sin(n(0 — 7))
n _

! _ —
Pr(cos8) =n—2"5= = —sin(0 — ) 0_n

Question 35 :

A) FAUX
B) VRAI
C) FAUX
D) FAUX

0<p<i

Explication 35 : Soit n € N*. D’aprés Q33, P,, = Z (;) (X2 —1)pxn—2p Pour tQ» 2p)+(n—2p)=n

et donc deg(Pr) < n. De plus, le coefficient de X™ vaut

N
(40050 (-0 @'Z? )

(T+ D"+ (1—1)") =2 (carn

WP 1. Po=1,P =X, P, =2X2—1,P3 =2XP, — P; =4X3 —3X et
8X* —8X2 +1.

Explication 36 : Pour n € N*, P
P4 = 2XP3 — Py = 2X(4X3 — 3X) — (2
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